
Принцип крайнего.
Для решения многих задач бывает  полезно рассмот рет ь какой¯либо «крайний», 
«граничный» элемент , т . е. элемент , на кот ором некот орая величина 
принимает  наибольшее или наименьшее значение, например, наибольшую или 
наименьшую ст орону т реугольника, наибольший или наименьший угол и т . д. 
Эт от  мет од решения задач иногда называют  принципом (правилом) крайнего; 
название эт о, правда, не общепринят ое. 



Идея №1: в качест ве крайнего элемент а 
взят ь наибольший  или наименьший элемент



Рассмот рим наибольшее из эт их чисел
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Т.е. оно совпадает  либо с а1 или с аn
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Если а2 или аn меньше а1, т о равенст во не дост игает ся
Значит  все т ри числа равны. И т .д.



По окруж ност и записаны 30 чисел. Каж дое из эт их чисел равно 
модулю разност и двух чисел, ст оящих после него по часовой 
ст релке. Сумма всех чисел равна 1. Найт и эт и числа. 

Поскольку каж дое из выписанных чисел равно модулю какого-т о числа, 
т о все они долж ны быт ь неот рицат ельны. Пуст ь наибольшее из них 
равно M.

Два следующих за ним числа долж ны быт ь не больше M и 
различат ься на M. 

Эт о возмож но лишь в случае, когда одно из них равно M, а другое –
нулю.

Ит ак, в каком-т о мест е долж ны ст оят ь 
либо числа M, M, 0, либо числа M, 0, M. 

Двигаясь по окруж ност и прот ив часовой 
ст релки, мы однозначно восст ановим 
ост альные числа. В обоих случаях 
получает ся один и т от  ж е набор – M, M, 
0, ..., M, M, 0. 

Из условия, чт о 
сумма всех чисел 
равна 1, находим M = 
1/20. 



Идея №2: взят ь и упорядочит ь



Пронумеруем грибников т ак, чт обы  1-ый набрал больше всех.
2-ой- больше среди ост авшихся и т .д.

Ясно, чт о первый не мог собрат ь меньше, чем 9 грибов
Почему? Тогда 1+2+…+8=36

Аналогично 2-ой меньше -7

Значит  1-ый и 2-ой собрали не меньше 7+9=16 грибов    

Трет ий собрал не меньше 6 грибов.
Значит  4-ый, 5-ый, …, 8-ой набрали максимум 37-
16-6 =15 грибов, а эт о меньше, чем 16. Ч.Т.Д.



Пуст ь Гоша задумал числа a ≥ b ≥ c ≥ d ≥ 0. Все суммы различны, 

поэт ому самая маленькая из посчит анных сумм — c + d, следующая за ней — d + b, 
т акж е самая большая — a + b, а следующая за ней — a + c. 

Значит , c + d = 1, d + b = 2, a + b = 6, a + c = 5. 

Тогда c = 1 − d, b − c = 1, b = c + 1 = 2 − d, a = 5 − c = 4 + d. 

Замет им, чт о a + d = 4 + 2d и b + c = 3 − 2d ест ь числа 3 и 4 в некот ором порядке. 

Число d неот рицат ельно, значит , a + d ≥ 4 и b + c ≤ 3, значит , d = 0,т огда c
= 1, b = 2, a = 4.



Идея №3: рассмот рет ь определенное мест о,
определенную ст року ( ст олбец)



Рассмот рим самую верхнюю ладью, если т аких несколько, т о самую левую

Тогда выше и левее нет  ладей, значит  она бьёт  не более двух
( по горизонт али правее или по верт икали вниз)



На полях доски 8 × 8 расст авлены числа 1, 2, ..., 64. Докаж ит е, чт о 
найдет ся пара соседних по ст ороне клет ок, числа в кот орых 
от личают ся не менее чем на 5. 

Рассмот ри ст року, где ст оит  число 1 и ст олбец, где 64.

Мы мож ем, двигаясь сначала по ст роке, а пот ом по ст олбцу, пройт и от  
клет ки, в кот орой написано число 1, к клет ке, в кот орой написано число 
64, причём наш пут ь будет  сост оят ь не более, чем из 14 ходов (ходом мы 
называем переход из любой клет ки в соседнюю). 

Предполож им, чт о разност ь между каждыми двумя 
соседними числами в т аблице меньше 5. 

Тогда за 14 или меньшее число ходов, кот орые мы сделали при 
переходе от  1 к 64, к исходному числу 1 прибавит ся не более чем 14×4 
= 56.

Между т ем 64 – 1 = 63. Прот иворечие. 



Идея №3: цепочку рассуждений мож но начинат ь с края,
С какого т о момент а, с конца



Предполож им, чт о на вт ором шаге пут ешест венник не возврат ился в А, 
т .е. город С от личен от  города А. Тогда маршрут  от  А до B короче 
маршрут а из B в С (поскольку С — наиболее удаленный от  B город). 

В дальнейшем каждый следующий маршрут  будет  не короче предыдущего, 
т ак как каждый раз мы в качест ве следующего пункт а назначения 
выбираем наиболее удаленный город. 

Пуст ь на некот ором шаге пут ешест венник все ж е вернулся в город А, 
выйдя из некот орого города Х

. По доказанному, маршрут  от  Х до А длиннее маршрут а 
от  А до B, а эт о прот иворечит  т ому, чт о B — наиболее 
удаленный от  А город. 



Рассмот рим два аст ероида A и B, расст ояние между кот орыми 
наименьшее.

Аст роном на аст ероиде A смот рит  на аст ероид B, а аст роном на 
аст ероиде B смот рит  на аст ероид A. 

Если найдет ся аст роном, кот орый смот рит , например на А, т о эт о 
значит , чт о расст ояние между ним и А – ближ айшее, т .е. оно меньше или 
равно АВ, но все расст ояния различны и АВ-наименьшее из всех 
расст ояний. Значит  на А, В никт о не смот рит

Теперь исключим из рассмот рения аст ероиды A и B. Получим сист ему из 
2011 − 2=2009 аст ероидов, для кот орых очевидно выполняет ся условие 
задачи.

Продолж ая т ак далее, придем к случаю т рех аст ероидов. Выбрав, среди 
них два, расст ояние меж ду кот орыми наименьшее получим, чт о на 
ост авшийся аст ероид никт о не смот рит . 



На шахмат ной доске расст авлены 8 ладей т ак, чт о они не бьют  друг 
друга. 
Докаж ит е, чт о на полях чёрного цвет а располож ено чёт ное число 
ладей. 
Подсказка
Введит е координат ы на шахмат ной доске 
и подсчит айт е сумму координат  всех 
ладей. 

Пронумеруем все верт икали, начиная с самой левой, и все горизонт али, начиная 
с самой ниж ней, числами от  1 до 8. Тем самым каж дой ладье приписывает ся 
пара "координат ". Сумму эт их координат  назовем весом ладьи.

На каждой верт икали и на каждой горизонт али ст оит  по одной ладье 
(поскольку ладьи не бьют  друг друга), поэт ому сумма S координат  всех 
ладей равна 2·(1 + 2 + ... + 8), т о ест ь чёт на.

С другой ст ороны, чт обы вычислит ь сумму S, нуж но просуммироват ь 
веса всех ладей. 

Однако вес ладьи, ст оящей на чёрной клет ке, чёт ен, а вес ладьи, 
ст оящей на белой клет ке, нечёт ен. 

Поскольку S чёт но, т о количест во нечёт ных слагаемых-весов чёт но, т о 
ест ь число ладей на чёрных полях чёт но. 



Принцип крайнего в геомет рии 



Наименьшая или наибольшая ст орона



Докаж ит е, чт о в любом выпуклом 
пят иугольнике найдут ся т ри диагонали, 
из кот орых мож но сост авит ь 
т реугольник.

Пуст ь BE — наибольшая диагональ пят иугольника ABCDE. 
Докаж ем, чт о т огда из от резков BE, EC и BD мож но сост авит ь 
т реугольник. 

Для эт ого дост ат очно проверит ь, чт о BE < EC + BD

Пуст ь т очка О- т очка пересечения диагоналей  ЕС и ВД. 
Тогда BE < BO + OE < BD + EC. 
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Идея: наименьший или наибольший угол
Полезно помнит ь:
наименьший угол т реугольника не больше 60̊
Наибольший угол не меньше 60̊
Наименьшее из n чисел не превосходит 
их среднего арифметического!



Докажите, что если длины всех сторон треугольника меньше 1, то его площадь 

меньше   .

Рассмот рим наименьший угол т реугольника. Тогда он меньше или равен 60̊



Внут ри круга радиуса 1 леж ат  восемь 
т очек. Докаж ит е, чт о расст ояние между 
некот орыми двумя из них меньше 1. 

По крайней мере семь точек отличны от центра O окружности. 
. 

Значит  наименьший из углов АiOAj не превосходит  360̊/7 

Пуст ь т очки А и В –эт о т очки, кот орые соот вет ст вуют  наименьшему углу.

Тогда в т реугольнике АОВ: АО меньше  1
ВО меньше  1 и угол АОВ не мож ет  быт ь большим углом,
т .е. АВ не большая ст орона , т .е. АВ меньше 1



В некот орой ст ране 100 аэродромов, причем все попарные
расст ояния меж ду ними различны. С каж дого аэродрома 
поднимает ся самолет  и лет ит  на ближ айший к нему аэродром. 
Докаж ит е, чт о ни на один аэродром не мож ет  прилет ет ь 
больше пят и самолет ов. 

Если самолеты из точек A и B прилетели в точку O, то AB — наибольшая сторона 
треугольника AOB, 

Угол АОВ – наибольший, т .е. он больше 60̊
А
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Предполож им, чт о в т очку прилет ели самолет ы из 
А1, А2,…Аn

Тогда меньший из эт их углов не превосходит  360̊/n>60̊. 
Ответ: 5



Наименьшее или наибольшее расст ояние



На плоскост и располож ено несколько т очек, все попарные расст ояния 
меж ду кот орыми различны. Каж дую из эт их т очек соединяют  
с ближ айшей. Мож ет  ли при эт ом получит ься замкнут ая ломаная? 

Предполож им, чт о получилась замкнут ая ломаная. 

Пуст ь AB — наибольшее звено эт ой ломаной, а AC и BD — соседние 
с ним звенья.

Тогда AC < AB, т . е. B — не ближ айшая к A т очка, и BD < AB, т . е. A — не 
ближ айшая к B т очка.

Поэт ому т очки A и B не могут  быт ь 
соединены. Получено прот иворечие. 



Наибольшая или наименьшая площадь



На плоскост и располож ено n т очек, причем 
площадь любого т реугольника с вершинами в 
эт их т очках не превосходит  1. Докаж ит е, чт о 
все эт и т очки мож но помест ит ь в т реугольник 
площади 4. Рассмот рим т реугольник максимальной 

площади с вершинами в данных т очках. 
Пуст ь эт о будет  т реугольник ABC. 

Проведем через вершины 
прямые параллельные его ст оронам

Площадь эт ого т реугольника в 4 раза больше 
площади т реугольника ABC, следоват ельно 
она не превосходит  4. Покаж ем, чт о каж дая 
данная т очка находит ся в т реугольнике 
A1B1C1. Предполож им прот ивное. Тогда 
сущест вует  т очка D из данного множ ест ва, 
находящаяся с некот орой вершиной 
т реугольника A1B1C1 по разные ст ороны 
от носит ельно ст ороны, прот иволеж ащей 
эт ой вершине. Пуст ь, например C1 и D
находят ся по разные ст ороны от носит ельно 
ст ороны B1A1. Тогда расст ояние от  т очки D до 
AB больше, чем расст ояние от  т очки C до AB. 
Следоват ельно площадь т реугольника ABD
больше площади т реугольника ABC, чт о 
прот иворечит  выбору т реугольника ABC. 



На шахмат ной доске ст оит  несколько  ферзей. Обязат ельно ли 
найдет ся фигура, бьющая не более двух других? 
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